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Exercice 1. On considére le systéme suivant, avec m € R.

(a)

3v + 2y — 2z — 2t =
—6r + y + 22 — t =
9 4+ 6y — 32z — 6t =
x + Ty + z 4+ 3t =

’ (1)

OJSC)‘!O

A ’aide de la méthode du pivot de Gauss, on obtient les équivalences suivantes.

(32 + 2y — 2z — 2t = 0,
5y — ot = 5, (L2<—L2—|—2L1)
(1)< 0 =m, (Lo Ly—3L)
L 5y + 2z 4+ 5t = 3, (L4(—L4—L1)

(30 + 2y — 2z — 2t = 0,

oY — 5t = 5,

0=m.

\

Ce dernier systéme est un systéme échelonné, avec une équation de compatibi-
lité. Le systéeme admet des solutions si, et seulement si, m = 0.

On suppose m = 0. Le dernier systéme échelonné comprends trois équations
non triviales et quatre inconnues, I’ensemble des solutions est donc un espace
affine de dimension 4 — 3 = 1, c’est-a-dire une droite affine. Elle admet donc
une représentation paramétrique avec un parametre libre ; on peut par exemple
exprimer chaque coordonnée en fonction de ¢, par substitution.

3r=-2y+2+2t 3v=—-2t+1)+z+2t,
(1)& < 22=3-5t—5y, S 22=3-5t—-5(t+1),
S5y =5+5t, y=t+1,
3r=—-20t+1)+(=5t—1)+2t, r=—-3t—-1,
& z=-bt—1, & z=—-bt—1,
y=t+1, y=t+1.

L’ensemble des solutions est donc {(—gt —1,-5t—-1,t+1, t) eR |t e ]R}.



Exercice 2. Dans R3, on considére les familles de vecteurs suivantes.

U= {uhUQ} = {(3727 1)7 (O’ _1’2)} )
V= {1}1,?)2} = {<3>27 1)7 (6747 2)} )
W = {w17w27w37w4} = {(17270)7 (2707 _1)7 (0707 1)? (47372)} :

Pour chacune de ces familles, répondre aux questions suivantes, en justifiant.

(a) La famille est-elle libre ?
Une famille de vecteurs (v;)!=7] est libre si, et seulement si,

ML+ Xovs 4+ X =0 = M=Xl=--=2),=0.
famille U :
3\ =0
AU + Ay =0 & 2)\1—)\220 :>)\1:>\2:0,
)\1+2)\2:O

donc la famille est libre.

famille ¥ : On remarque que 2v; — vy = 0, donc la famille n’est pas libre (A\; = 2
et )\2 = —1)

famille WV : Dans un espace de dimension 3 (ici R?), toute famille libre comporte
au plus trois vecteurs : en effet, trois vecteurs libres forment une base, donc
n’importe quel autre vecteur peut étre écrit comme combinaison linéaire de ces
trois vecteurs.

(b) La famille est-elle génératrice de R?? Sinon, quel est son rang?

Une famille de vecteurs (v;)!=] est génératrice d’un espace vectoriel F si, et
seulement si,

Vo€ E, 3\, A, A ER, v =) A
=1

Le rang d’une famille de vecteurs est égal au nombre de vecteurs libres dans la
famille.

famille U : Deux vecteurs libres engendrent un plan vectoriel, noté ici vect (ul, u2).
Il est impossible d’exprimer n’importe quel vecteur u € R?, u ¢ vect (ul, u2)
(par exemple u = u; A uy) comme combinaison linéaire de ces deux vecteurs
(sinon, par définition de vect(us,us), u y appartient). Le rang est 2.



famille V' : Les deux vecteurs étant colinéaires, ils engendrent une droite vec-
toriel, donc V ne peux pas étre génératrice de R3. Son rang est 1.

famille W : Vérifions s’il existe une famille libre de trois vecteurs dans W :
1 2 0
det(wy,we,w3) =12 0 0|=0—-44+0=—-4#0,
0 —1 1

donc la famille est libre, d’ott on en déduit que W est génératrice de R3. Son
rang est 3, rang maximal pour une famille dans un espace de dimension 3.

(c) La famille est-elle une base de R*? Sinon, la transformer en une base, en
enlevant ou rajoutant un minimum de vecteurs.

Une base d’un espace vectoriel de dimension n est une famille libre (donc
elle comporte au plus n vecteurs) et génératrice (au moins n vecteurs). Par
conséquant, toute famille de n vecteurs libres ou générateurs est une base.

famille / : La famille U ne peut pas étre une base, parce qu’elle n’a que deux
vecteurs. En revanche, en lui ajoutant un vecteur libre aux wu; et wug, on la
transforme en une base de R3. Par exemple, la famille U’ = {uy, us, u; A us}
est une base de R3.

famille V : Ici, il faut enlever un des vecteurs colinéaires et rajouter deux autres

en formant une famille libre. On enléve vy, et comme v; = uy, on peut reprendre
la famille ¢/’.

famille W : On a déja vu qu’en enlevant w, on obtient une famille libre et
génératrice, donc base de R3.

Exercice 3.

12 R
(a) Soit le déterminantd = | —1 1 1 |, et lamatrice A = 9 4 1 9
—2 42 0 0 10

1 2 4 1 2 4
d=|-1 1 1|=]03 5 |=1x3x10=30.
-2 —4 2 0 0 10

En développant sur la derniére ligne,

det(A) =0+0—1xd+0=—d=—30.



(b) En déduire les déterminants des matrices suivantes, en remarquant leurs re-
lations entres-elles et avec la matrice A, et/ou en utilisant les propriétés du

déterminant.
1 2 300 4 300 2 1 4
—1 1 -1 — —
B 00 1 | O 100 1 11 ’
-2 —4 100 2 100 —4 —2 2
0 0 100 0 100 0 0 0
300 —100 100 100 300 —100 100 100
2 1 —4 —
D 0  E= 2 1 4 0 7
1 -1 =2 0 302 —-99 96 100
4 1 2 0 4 1 2 0
et F'=2CD.

La matrice B est la méme que A, sauf qu’on lui a multiplié la troisiéme colonne
par 100. Par linéarité du déterminant par rapport a chaque colonne, det(B) =
100det(A) = —3000.

La matrice C' est obtenue de B avec un échange entre la prémiére et la troisiéme
colonne. Donc det(C) = — det(B) = 3000.

On sait que det D = det(DT). Or DT = C, donc det(D) = det(C) = 3000.

On remarque que la troisiéme ligne de F est une combinaison linéaire de ses
deux prémiéres lignes (simplement leurs somme), donc det E = 0.

Le déterminant d’un produit de matrices est le produit des déterminants des
matrices, donc det(F) = det(2C'D) = det(2ICD) = det(2I) det(C') det(D).
Comme le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne (ou ligne),
det(27) = 2*det(/) = 2%. Donc finalement, det(F) = 2*det(C) det(D).

Exercice 4. On considére 'application suivante
R* — R
(l’l, T2, T3, 1’4) — T+ 21’2 + 31‘3 + 41‘4
(a) Soit & = (1,2, %3, 24),y = (y1,Y2,43,%1) € R, et X € R. Ona \z +y =
(Ax1 + y1, ATo + Yo, Ax3 + ys3, ATy + y4), et donc
Oz +y) =Axr +y1 + 2(Aza + y2) + 3(Azs + y3) + 4(Aza + ya)

= Ax1 + 2z + 3Ax3 + 4y + Y1 + 2y2 -+ 33/3 -+ 43/4 ,

= M@y + 229 + w3 + 424) + (Y1 + 292 + 3ys + 4ya)
=AM(z)+ f(y) -



On en déduit que f est une application linéaire.
(b) On a f(1,0,0,0) =1, £(0,1,0,0) = 2, f(0,0,1,0) =3 et f(0,0,0,1) =4, donc

la matrice associée & f dans les bases canoniques de R? et R est (1 2 3 4).

(c) Avec n = (1,2,3,4), on remarque que pour tout z € R* n -z = z; + 229 +
3xg + 4z = f(x).

(d) Premiérement, on a f(0) = 0, donc 0 € ker(f) et ker(f) # 0. Ensuite, soit z,y €
ker(f), et A € R. Par linéarité de f, puis par définition de ker(f), on obtient
fz+y) =Af(2)+ f(y) = Ax0+0 =0, donc Az +y € ker(f). En conclusion,
ker(f) est un sous-ensemble de R*, non vide et stable par combinaison linéaire,
c’est donc un sous-espace vectoriel de R*.

(e) On sait que im(f) est un sous-espace vectoriel de R, donc dim(im(f)) < 1. Or,
on a par exemple f(1,0,0,0) = 1 # 0, donc im(f) # {0}, et donc dim(im(f)) >
1. En conclusion, dim(im(f)) = 1.

(f) D’apres le théoréme du rang, dim(ker(f)) + dim(im(f)) = dim(R?*) = 4. Avec
(e), on déduit dim(ker(f)) =4 —1=3.



