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Exercice 2.

1. Vu en cours.

2. Vu en cours.

{ Pour tout = € R, 3y/(z) — y(x) =z, (3a)
y(0) =0 (3h)
On a I'équivalence (3a) < pour tout = € R, y/(2) = sy(x) + 3.

Soit y3: © — ax + b, avec a,b € R.
Pour tout # € R, on a y4(x) = a, et 3y3(x) + 52 = (3a + 3)x + 3b. On en déduit
I’équivalence

)

W=

a+
50
& -5
b = —3.
Donc y3: x — —x — 3 est une solution particuliére de I’équation différentielle linéaire
(3a). Si z: R — R, on a alors 'équivalence

[0 | —

ys3 solution de (3a) < {

2 2 o
I

pour tout « € R, 2/(x) = $2(x) ,
2(0) =0—y3(0) =3 .

& zi x> 3exp (fy 3ds) = 3e3® .

(y3 + z) solution de (3) < z vérifie {

Finalement, la solution du probléme de Cauchy (3) est y: z — 3es% — z — 3.

A { Pour tout € R, y'(z) + 3y(x) = 3sin(z) + cos(z) , (4a)
Ly =1. (4b)
On a I’équivalence (4a) < pour tout = € R, y/(z) = —3y(x) + 3sin(z) + cos(z).
Soit y4: x + asin(z) + bcos(x), avec a,b € R.
Pour tout € R, on a yj(x) = acos(z) — bsin(z), et —3ys(z) + 3sin(x) + cos(x) =
(3 — 3a)sin(x) + (1 — 3b) cos(x). On en déduit I'équivalence

y4 solution de (4a) < { _2 i ?:22’
- b = 3a—-3,
a = 1—9+9,

o b 0,
a = 1,



Donc y,: x + sin(x) est une solution particuliére de 1’équation différentielle linéaire
(4a). Si z: R — R, on a alors 'équivalence

pour tout z € R, 2/(z) = —3z(x) ,
2(0) =1—1y(0)=1.
&S zix— lexp (fox —3ds) =e 37,

(y4 + z) solution de (4) < z vérifie {

Finalement, la solution du probléeme de Cauchy (4) est y: x — e 3% + sin(x).

{ Pour tout z € R, 2/(z) + z(x) = e* , (ha)
z(1)=1. (5b)

On a I’équivalence (5a) < pour tout = € R, 2/(z) = —z(z) + €**.

Soit 2z5: x — ae®®, avec a € R.
Pour tout * € R, on a zi(z) = 2ae**, et —z5(x) + €** = (1 — a)e*®. On en déduit
I’équivalence

z5 solution de (a) & 2a=1—a,

_1
(:>a—3.

Donc z5: x — %6295 est une solution particuliére de I’équation différentielle linéaire (5a).
Siy: R — R, on a alors ’équivalence

pour tout z € R, ¢/(z) = —y(z) ,

y(1) =1—2z5(1) =1 — 3¢ .

Syra— (1—3e?)exp (f] —1ds) = (1 — $e?)er ™" .

(25 + y) solution de (5) < y vérifie {

Finalement, la solution du probléme de Cauchy (5) est z: @+ 3 4 (1 — 3e?)e! .
{ Pour tout z € R, v/(x) + u(z) = 2** | (6a)
u(—=1)=2. (6b)

On a I’équivalence (6a) < pour tout z € R, v/(z) = —u(x) + 2¢”.
Soit ug: x +— ae®, avec a € R.
Pour tout x € R, on a ug(z) = ae®, et —ug(x) + 2¢* = (2 — a)e®. On en déduit
I’équivalence
ug solution de (6a) < a=2—a,
Sa=1.

Donc zg: x +— €” est une solution particuliére de I’équation différentielle linéaire (6a).
Siv: R — R, on a alors ’équivalence

pour tout z € R, v'(z) = —v(z) ,
v(=1)=2—-ug(-1)=2—e"1.

Sviz— (2—e)exp (ffl —1ds> =(2—eHe* 1,

(ug 4+ v) solution de (6) < v vérifie {

Finalement, la solution du probléeme de Cauchy (6) est u: x +— e” + (2 — e e "1



Exercice 4.

du
Pour tout ¢t € R, a(t) = —au(t) , (1a) ’ avec a, ug € RY.

u(0) = ug . (1b)
Il s’agit d’un probléme de Cauchy associé a une équation différentielle linéaire homogéne. La
solution est w: t — ugexp (fot —ads) = uge .
Soit T'e R. On a

1 al' _ 1

u(T) = sup & uge” 5U0
—al __ 1
=€ =355
& —al'=In(3) =-In(2),
)
<~ a= -

Donc avec T = 4,5 x 10* (en années), on obtient a ~ 1,5 x 107> (en années inverses, ou par
années).
De facon similaire, avec t; € R,

Pour I'uranium U238, on obtient t; ~ 6,5 x 102, il faut donc attendre environ 650 ans pour
qu’'une quantité donnée diminue de 1 %.



